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Vetores em R”

Os vetores em R? e R3 generalizam-se a vetores em R":

X1
X2
X=|.|€R" ou em alternativa, X = (x1,...,Xp).
Xn
Os nimeros reais xq, X2, . . ., X, designam-se por componentes do vetor X.
Operagdes em R" (definidas de forma analoga as operacdes em R? e R3):

e adicdo de vetores: X + Y +

e multiplicagdo de um vetor por um escalar: 2X, =Y, «

Estas operagdes podem ser combinadas no que designamos por combinacdo linear de vetores:
2X =Y 4+«
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Matrizes em R” x R”

Os vetores em R" generalizam-se a vetores em R™ x R" que designamos por MATRIZES.

Sendo aj; nimeros reais (para todos os indices i € {1,...,m} e j € {1,...,n}) considere

alil ce. @1 ... din
A= aj1 ajj e din
aml  --- dmj amn

dizemos que A é uma matriz com m linhas e n colunas. Em alternativa, também dizemos que
» A é uma matriz m x n,

» A é uma matriz de ordem m x n,

» Aé uma matriz de dimens3o m x n.

Matrizes e Sistemas de Equacdes Lineares

ALGA ™



Matriz m x n

ail aij ... dip

A= aj1 ajj din < linha /
dml --- dmj --- Admn
coluna j

ajj € o elemento ou entrada (/, ) da matriz A

Notagdo abreviada: A = Anxn = [ajjlmxn = [aij], i=1,....m, j=1,...
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Matriz quadrada, matriz coluna e matriz linha. lgualdade.

Matriz quadrada de ordem n:  tem n linhas e n colunas.

Matriz linha (1 x n)
[ a].l ... alj .. aln ]

Matriz coluna (m x 1)
ai

aj1
am1

Duas matrizes A e B, ambas de dimensdo m X n, dizem-se iguais, escrevendo-se A = B, se

aj = by, i=1....m j=1...,n.
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Matriz triangular

Uma matriz quadrada A = [a;;] diz-se

» triangular superior se a; = 0, para i > j:

ai1 ai ain
A — O .« afi “ e a,-n
O 0 ann

» triangular inferior se a; = 0, para i <.

» triangular se é triangular inferior ou triangular superior.
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Matriz diagonal, matriz identidade e matriz nula

Uma matriz quadrada A = [a;;] diz-se diagonal se a; = 0, i # j, ou seja, se A é uma matriz
triangular inferior e triangular superior.

Designa-se por matriz identidade de ordem n, e denota-se por / (ou /,), uma matriz diagonal

n X ncom
ayg = - = apy =1

Uma matriz A = [a;;] m X n designa-se por matriz nula (m x n), e denota-se por O (ou Omxn),
se tem as entradas iguais a 0:

a;j=0,1<i<m1<;j<n
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Transposta de uma matriz. Matriz simétrica.

A transposta da matriz m x n A = [a;;] é a matriz n X m
T
Al = 3]

obtida por troca da posicdo relativa das linhas pelas colunas da matriz A, por exemplo

a1 a
| 411 a12 a3 T _
A= 3 3 2 Al = a1 dno
21 22 23
413 a3

Propriedade: (A7) = A.

Uma matriz quadrada A diz-se simétrica se A= AT.
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Adicao e multiplicacao por escalar

Sejam A = [a;], B = [bj] matrizes mx ne a € R.

Asomade Ae BéamatrizmxnA+ B=C =|c] tal que

cj = ajj + by, i=1....m j=1,...,n

O produto de A pelo escalar a é a matriz m x n aA = D = [dj;] tal que

dj = o ajj, i=1,....m j=1,...

A matriz m x n A é uma combinac3o linear das matrizes Ay, ..

., Ak mxnse

A:OL1A1+"'+OlkAk, Oél,...,OékER
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Propriedades da adicao e da multiplicacao por escalar

Propriedades da adicdo de matrizes
» comutativa: A+ B =B+ A,
> associativa: (A+B)+ C=A+ (B+ C),
» admite elemento neutro: A+ O =0+ A=A,
» A possui simétrico aditivo: A+ (—A) = (—-A)+ A= 0,
» (A+B)T = AT + BT,

para quaisquer matrizes m x n A, B, C.

Propriedades da multiplicacdo por escalar de matrizes
> associativa: a(SA) = (af)A,
» distributiva: (a+ 8)A = a A+ A,
» distributiva: «(A+ B) = aA+aB,
> (aA)T = a AT,

para quaisquer matrizes mx n A, B, e «,3 € R.
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Multiplicacao de matrizes — caso 1

Multiplicagao de uma matriz linha por uma matriz coluna

by
b
Dadas A = [a; a --- ] e B=1|
o produto da matriz linha A pela matriz coluna B é
n
AB = aib +abo+ -+ + ZZa,-b,-

Operacdo bem definida s6 se A e B possuem igual nimero de elementos!
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Multiplicacao de matrizes — caso 2

Caso geral: multiplicagdo de A matriz m x 7 e B matriz n X p sendo

air ... ay .. a1 b11 blj
A= an ajj ain e B=| by bjj
amil amj am b 1 an

o produto de A por B é a matriz m x p AB = [¢jj] cuja entrada (/, /) resulta da

multiplicacdo da linha / de A pela coluna j de B:

c;j:a;1b1j+--~+a,-,,bnj7 i=1....,m j=1,...
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Propriedades da multiplicacao de matrizes

> associativa: (AB)C = A(BC),

» distributiva a esquerda e a direita, em relagdo a adigdo:
(A+AB=AB+AB e A(B+ B)=AB+ AB,

» admite elemento neutro a esquerda e a direita: /,A= A= Al,,
» (aA)B = a(AB) = A(aB),
> (AB)T = BTAT,

para quaisquer matrizes AJ\ m X n, B, B nx p,CpxgeacR.

Nota importante: A multiplicagao de matrizes nao é comutatival

Observacdo: Se A é uma matriz de ordem ne p € N,
AP = AAPTL = APTTA

Por convencio, A0 =/ .
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Sistema de m equacoes lineares com n incégnitas

auuxy+--+ammxs = by
ami X1+ -+ amnXn = bm
air -+ ain X1 by
A = : : X =1": B = :
dm1 e dmn Xn bm
matriz dos coluna das coluna dos
coeficientes incégnitas termos independentes
ALGA ™ 15
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Forma matricial de um sistema linear

{ aiixi+--+amxs = b

AmiX1+ -+ amn Xn = bm

em que A é a matriz (m x n) dos coeficientes do sistema,
X é a coluna (n x 1) das incégnitas,
B é a coluna (m x 1) dos termos independentes e

aiy - aw | b

M = [A|B] =

ami cr dmn bm

é uma matriz m x (n+ 1) e é a matriz ampliada, aumentada ou completa do sistema.
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Matriz escalonada por linhas

A primeira entrada nao nula de cada linha é designada por pivo.

0 ar K% ... % *
0 0 0 a * %
0 0 0 0 0 a ... * , 317327337“.#0
o ... 00 ... 00 0 ... 0

» Abaixo de cada pivd sé ocorrem zeros,

» Dadas duas linhas n3o nulas consecutivas, o pivo da linha i + 1 estd numa coluna a direita
da coluna que contém o pivd da linha /,

» As linhas nulas, caso existam, ocorrem sé na parte inferior da matriz.
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Matriz escalonada por linhas reduzida

0 1 = 0 0
0 0 0 1 % 0
0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 O

» A matriz estd na forma escalonada por linhas,
» Os pivos sdo todos iguais a 1,
» Acima de cada pivo sé ocorrem zeros.
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Operacoes elementares

Operacdes elementares nas linhas de uma matriz
1. Troca da posicdo relativa de duas linhas, p.e. i e J: Li < L;

2. Multiplicagdo de uma linha, p.e. i, por um escalar o # 0: Li:=al;

3. Substituicdo de uma linha, p.e. i, pela que dela se obtém adicionando-lhe outra linha, p.e.
J, multiplicada por um escalar 5 € R: Li=Li+ 3L

Matrizes equivalentes por linhas

Duas matrizes A e C s3o equivalentes por linhas e escreve-se
A~ C

se C resulta de A por aplicagdo de uma sequéncia finita de operacdes elementares nas linhas de
A.
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Obtencao de uma matriz escalonada por linhas (reduzida) — 1

Teorema

Toda a matriz m x n é equivalente por linhas a uma matriz escalonada por linhas (reduzida).

Exemplo ilustrativo do teorema anterior

Passo 1: Encontrar, na 1.2 coluna nio nula, o 12 elemento n3o nulo pivd.

02 3 —-41
0 0 2 3 4
A= 2 2 =5 2 4
2 0 -6 9 7
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Obtencao de uma matriz escalonada por linhas (reduzida) — 2

Passo 2: Trocar linhas para colocar o pivé como 1.2 elemento da coluna.

02 3 —4 1 2 2 -5 2 4

00 2 3 4 00 2 3 4

2 2 -5 2 4 ~ 0 2 3 —4 1

2 0 -6 9 7 2 0 -6 9 7
L1<—>I_3

Passo 3: Operar com as linhas para obter zeros abaixo do pivo.

2 2 -5 2 4 2 2 -5 2 4
00 2 3 4 00 2 3 4
0 2 3 —41 ~ 0 2 3 -4 1
20 -6 9 7 0 -2 -1 7 3
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Obtencao de uma matriz escalonada por linhas (reduzida) — 3

Passo 4: Considerar a submatriz que se obtém eliminando a 1.2 linha e aplicar os passos 1 a 4
até esgotar as linhas.

2 2 -5 2 4
0 0 2 3 4
0 2 3 -4 1
0 -2 -1 7 3

Fim Passo 4: Obtém-se uma matriz escalonada por linhas equivalente a A.

2 2 =5 2 4
02 3 —41
0 0 2 3 4
0 0 O 0 0
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Obtencao de uma matriz escalonada por linhas (reduzida) — 4

Passo 5: Multiplicar as linhas n3o nulas pelos inversos dos pivos de modo a obter pivos iguais a
1.

2 2 -5 2 4 11 -3 1 2
02 3 —41 01 % 21
00 2 3 4 o0 1 2 2
00 0 0 O 00 0 0 O

Ly:=1L,

L =1L,

Ls:=3Ls
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Obtencao de uma matriz escalonada por linhas (reduzida) — 5

Passo 6: Operar com as linhas de modo a obter zeros acima dos pivds.

11 -3 1 2 110 L 7
o1 3 21 010 -1 -3
o0 1 2% 2 001 3 2
00 0 0 O 000 0 ©
- 3 o
Lo =Ly — 313 Ly =

L12:L1+2L3
100 9 ¥

1

o010 =Y -3
001 % 2
000 0 ©

Obtém-se uma matriz escalonada por linhas reduzida equivalente a A.

Ly — Ly
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Aplicacao a resolucao de sistemas

Teorema
Se as matrizes ampliadas de dois sistemas lineares sdo [A|B] e [C| D], tais que

[AlB] ~ [C]|D],

ent3o os dois sistemas tém o mesmo conjunto de solugdes.

Observacdo:

As matrizes obtidas nos vérios passos do exemplo anterior s3o0 matrizes equivalentes (por
linhas). Logo, os sistemas associados a estas matrizes tém o mesmo conjunto de solu¢des.

Nota:

Se B=D =0, basta que A ~ C para que os sistemas possuam o mesmo conjunto de solucdes.
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Método de eliminacao de Gauss

Método de eliminacdo de Gauss
1. Dado o sistema AX = B, formar a sua matriz ampliada [A| B].
2. Transformar [A| B] numa forma escalonada por linhas [C | D].

3. Escrever o sistema CX = D, ignorando as linhas nulas, e
resolver por substituicdo ascendente.

Método de eliminacdo de Gauss-Jordan

Consiste na aplicacdo do método de eliminacdo de Gauss obtendo, no passo 2., uma matriz
ampliada [ C | D] numa forma escalonada por linhas reduzida.
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Classificacao de sistemas

Um sistema linear representado matricialmente por AX = B, tal que
[AlB]~[C|D],

com a matriz [ C| D] escalonada por linhas, classifica-se em
» impossivel se ndo possui solucdo;

» possivel e determinado se possui uma Unica solu¢do
(todas as colunas de C tém pivd e ndo ha pivd na coluna D);

» possivel e indeterminado se possui uma infinidade de solugGes
(sendo o grau de indeterminag3o do sistema = n.2 de incégnitas livres = n.2 de colunas de
C sem pivd).
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Carateristica e classificacao de sistemas

A carateristica da matriz A, car(A), é o ndmero de pivds de uma matriz C escalonada por
linhas equivalente (por linhas) a A.

O sistema linear AX =B com AmxneB mx1é
1. impossivel & car(A) < car([A|B]);
2. possivel e determinado & car(A) = car([A|B]) = n;

possivel e indeterminado

de grau n — car(A) < car(A) = car([A|B]) < n.
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Sistema homogéneo, nulidade e espaco nulo.

Um sistema diz-se homogéneo se os termos independentes sao todos nulos:
AX = 0.

Todo o sistema homogéneo é possivel pois possui pelo menos a solugdo nula, dita solugao
trivial. Mas pode ter outras solucdes, ditas n3o triviais, se o sistema for indeterminado.

A nulidade de A m x n, nul(A), é o nimero de incdgnitas livres do sistema AX = 0, temos
nul(A) = n — car(A)
e é também o grau de indeterminagdo do sistema.

O espaco nulo de A, N(A), é o conjunto de todas as solucBes do sistema homogéneo associado
aAmxn,
N(A) = {XeR": AX = 0}.
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Aplicacao: posicao relativa de uma reta e de um plano

Seja [A|B] a matriz ampliada 3 x 4 do sistema constituido pelas equa¢des cartesianas da reta
R e pela equacio geral do plano P de R3. Temos 3 possibilidades para a intersecio da reta e
do plano.

> A reta R e o plano P sdo concorrentes, isto é, intersetam-se num Unico ponto. Este caso
ocorre quando o sistema [A|B] é possivel e determinado, isto é, car ([A|B]) = car(A) = 3.

> A reta R e o plano P sdo estritamente paralelos, isto é a sua intersecao é o conjunto vazio.
Este caso ocorre quando o sistema [A|B] é impossivel, ou seja, car ([A|B]) > car(A) = 2.

» O plano plano P contém a reta reta R (R C P). Este caso ocorre quando o sistema
[A|B] é possivel e indeterminado, ou seja, car ([A|B]) = car(A) = 2;
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Aplicacao: posicao relativa de duas retas

Seja [A|B] a matriz ampliada 4 x 4 do sistema constituido pelas equagdes cartesianas das retas
R e R de RS.

> As retas R e R’ s3o concorrentes, isto &, intersectam-se num (nico ponto. Este caso
ocorre quando o sistema [A|B] é possivel e determinado, ou seja, quando
car ([A|B]) = car(A) = 3.

> As retas R e R’ sdo coincidentes. Este caso ocorre quando o sistema [A|B] é possivel e
indeterminado, ou seja, quando car ([A|B]) = car(A) = 2.

> As retas R e R’ ndo t&m pontos em comum (R N'R' = (). Este caso ocorre quando o
sistema [A|B] é impossivel. Temos duas possibilidades.

e Asretas R e R’ sdo estritamente paralelas e, portanto, sio complanares. Este caso ocorre
quando car ([A|B]) = 3 > car(A) = 2.

e As retas R e R’ s3o enviesadas, ou seja, s3o n3o complanares. Este caso ocorre quando
car ([A|B]) = 4 > car(A) = 3.
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Aplicacao: posicao relativa de dois planos

Seja [A|B] a matriz ampliada 2 x 4 do sistema constituido pelas equa¢des gerais dos planos P
e P’ de R3.

» os planos P e P’ sdo estritamente paralelos (P NP’ = ) se o sistema [A|B] é impossivel,
ou seja, se car ([A|B]) > car(A) = 1.

» Se os planos planos P e P’ tém pontos em comum, o sistema [A|B] é possivel e
indeterminado. Temos duas possibilidades:

e Os planos planos P e P’ sdo coincidentes. Este caso ocorre quando

car ([A|B]) = car(A) = 1.

e Os planos planos P e P’ sdo concorrentes e a sua intersecdo é uma reta. Este caso ocorre
quando car ([A|B]) = car(A) = 2.
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Inversa de uma matriz quadrada

Uma matriz A n x n diz-se invertivel se existe B n x n tal que
AB = BA =1,
A dGnica matriz B satisfazendo a relacdo anterior chama-se inversa de A e denota-se por A~ L.

Caso contrdrio (ndo existe B), A diz-se singular ou n3o invertivel.

Teorema
Se A n x n é invertivel, ent3o a inversa de A é lnica.

Teorema
SeABnxne BA=1, entio AB=1,.
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Propriedades da inversa e método para obter a inversa

Propriedades

Para quaisquer A, B n x n invertiveis e a € R\ {0}
1. (A1 = A 2. (AB)"1 =B 1AL,
3. (aA) 1 =a71A L 4. (AT 1 =(A"HT.

Método pratico para determinar a inversa

[Alh] ~ [l |A™]
ll

método de eliminacdo de Gauss-Jordan

Teorema
A n x n é invertivel se e s se A é equivalente por linhas a /,.
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Critérios de invertibilidade de uma matriz

Teorema Dada A n x n, s3o equivalentes as afirmacdes

1.

~No 0, WON

A é invertivel

LA~
.car(A)=n
. nul(A)=0

. AX = 0 possui apenas a solu¢do trivial
. N(A) = {0}, onde 0 representa o vetor nulo de R”
. AX = B tem uma Unica solucdo X = A~!'B, para cada B nx 1
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